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Zusammenfassung

Diese schriftliche Ausarbeitung befasst sich mit einem einfachen Logi-
kelement, dem ,,Drehelement”. Es wird die Universalitit dieses Elements
dadurch gezeigt, dass sich eine reversible Turingmaschine als Schaltung
nur dieser Elemente konstruieren ldsst. Anschlieflend wird vorgestellt wie
sich dieses Element und Schaltungen daraus in einem einfachen reversiblen
Zellularautomaten implementieren lassen.
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1 Einleitung

Diese Proseminararbeit stiitzt sich in grofen Teilen auf [1].

Die Berechnungen heutiger Rechner funktionieren mit irreversibler Logik.
Das heiftt bei Operationen kann Information verloren gehen indem Bits geloscht
werden. Das Landauer-Prinzip besagt, dass fiir ein solches Loschen eines Bits
physikalisch eine Warmeabgabe von mindestens k7 In 2 notwendig ist, wobei k
die Boltzmann-Konstante (~10’23%) und T die absolute Temperatur in Kelvin
ist. Um diese zwingende Warmeentwicklung zu vermeiden hat Bennett die Rech-
nerreversibilitdt eingefiihrt. Dabei werden Berechnungen so ausgefiihrt, dass sie
sich umkehren lassen. Es geht also keinerlei Information verloren und somit ist
auch keine Warmeabgabe notwendig.

Diese Arbeit stellt in Kapitel 2 ein reversibles Element vor, das sogenannte
Drehelement, und zeigt wie sich aus diesem Schaltungen konstruieren lassen, die
ebenfalls reversibel sind.

In Kapitel 3 wird die Turing-Vollstdndigkeit dieser Schaltungen bewiesen, in-
dem ein Verfahren zur Konstruktion einer reversiblen Turingmaschine als Dreh-
element-Schaltung beispielhaft angewandt wird.

Kapitel 4 beschreibt einen einfachen und reversiblen Zellularautomaten und
zeigt wie sich in diesen Drehelemente und deren Schaltungen implementieren
lassen.

2 Voraussetzungen

2.1 Reversible Mealy-Automaten

Definition 1. Ein Reversibler Mealy-Automat (RMA) M = (Q,%,T, q1,0) ist
festgelegt durch:

e cine endliche, nichtleere Zustandsmenge @

e cin Eingabealphabet 3

e cin Ausgabealphabet T

e cinen Anfangszustand ¢ € Q

e cine bijektive Zustandsibergangsfunktion 6 : Q@ x X — Q x T’

Eine bijektive Funktion ist eine Funktion, bei der jedes Element der Ziel-
menge genau einmal angenommen wird. Die Bijektivitit der Ubergangsfunk-
tion bewirkt, dass man von jeder Kombination aus derzeitigem Zustand und
letzter Ausgabe aus eindeutig den vorherigen Zustand und die letzte Eingabe
bestimmen kann. In diesem Sinne bezeichnen wir einen solchen Automaten als
reversibel

Eine Variation M = (Q, %, T, §) ohne Anfangszustand wird der Einfachheit
halber auch als RMA bezeichnet.

2.2 Drehelemente

Ein Drehelement (DE) ist ein logisches Element, dargestellt in Abbildung 1. Es
verfiigt iber vier Eingénge {n, o0, s,w}, vier Ausginge {n’,o’,s’,w’} und zwei



Zustdnde namens H-Zustand und V-Zustand. Im H-Zustand befindet sich der
Drehbalken im Zentrum der Darstellung des Drehelements in horizontaler, im
V-Zustand in vertikaler Lage. Die Werte aller Ein- und Ausgénge sind entweder
0 oder 1, das heift (n, 0, s,w), (n’,0',s',w") € {0, 1}*. Wir beschriinken den Wer-
tebereich der Eingabe durch n+o+s+w < 1 und der Ausginge durch n’ + o’ +
s+ w < 1 jeweils auf {(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.
Wir fordern also, dass jeweils héchstens eine 1 als Eingang und Ausgang vor-
kommen kann. Das Verhalten des Drehelements fiir den Fall, dass an mehr als
einem Eingang eine 1 anliegt, ist undefiniert.
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Abbildung 1: Zwei Zusténde eines Drehelements

Die Funktionsweise eines Drehelements lasst sich folgendermafsen intuitiv in-
terpretieren: Die Signale 1 und 0 stehen jeweils fiir die Existenz bzw. Nichtexis-
tenz eines Teilchens. Im Zentrum des Drehelements befindet sich ein Drehbalken.
Es konnen die folgenden Fille auftreten:

Wenn kein Teilchen eingeht, passiert nichts mit dem Drehelement.
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(b) Der orthogonale Fall

t :*3

—

le——
——

| |
i
[ 1

Abbildung 2: Operationen eines Drehelements

Wenn ein Teilchen von einem Eingang aus einer Richtung parallel zum Dreh-
balken kommt, so bewegt es sich geradeaus durch das Drehelement und verlasst
dieses aus dem Ausgang der gegeniiberliegenden Seite. Die Richtung des Dreh-
balken wird dadurch nicht beeinflusst. (Abbildung 2(a))

Wenn ein Teilchen von einem Eingang aus einer Richtung orthogonal zum



Drehbalken kommt, so trifft es auf den Drehbalken auf, dreht diesen um 90 Grad
im Gegenuhrzeigersinn, biegt nach rechts ab und verldsst das Drehelement aus
dem Ausgang zur Rechten. (Abbildung 2(b))

Formal l&sst sich ein Drehelement als Reversibler Mealy-Automat Mp g defi-
nieren. Da die Eingabe (0,0, 0,0) keinen Einfluss auf das Drehelement hat, lassen
wir sie beim Eingabealphabet der Einfachheit halber weg. Desweiteren bezeich-
nen wir die Eingabe- und Ausgabealphabete als {n,o0,s,w} und {n’,o’, s’ w'}
statt {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Mpg ist definiert durch

Mpg = ({’ }, {n’ 0,5, w}a {nlv O/a S/a w/}a 5DE)

Tabelle 1: Die Zustandsiibergangsfunktion dpg des Drehelements Mpg

Eingabe
Aktueller Zustand n 0 s w
w' w' o o
s’ n' n' s’

mit der Zustandsiibergangsfunktion dpp wie in Tabelle 1 dargestellt. Das
Symbol steht fiir den H-Zustand des Drehelements, in dem der Drehbalken
horizontal ausgerichtet ist, fiir den V-Zustand. Wenn beispielsweise im Zu-
stand ein Teilchen von Eingang n kommt, dann &ndert sich entsprechend
Tabelle 1 der Zustand zu und das Teilchen verlédsst das Drehelement durch
w'.

Die Ubergangsfunktion dpg ist bijektiv, da jede Kombination von neuem
Zustand und Ausgabe durch genau eine Kombination von aktuellem Zustand
und Eingabe erreicht werden kann. Somit ist ein Drehelement reversibel. Eine
weitere interessante Eigenschaft des Drehelements ist die Bit-Erhaltung, das
heiftt die Anzahl der Einsen bleibt zwischen Eingéngen und Ausgéngen erhalten.
Intuitiv interpretiert besagt dies, dass ein Teilchen weder ausgeléscht noch neu
erschaffen wird.

2.3 Drehelement-Schaltungen

Eine Drehelement-Schaltung ist eine Schaltung nur aus Drehelementen, fiir die
gilt: Jeder Ausgang eines Drehelements ist mit hichstens einem Eingang eines
Drehelements (auch desselben) verbunden. Somit ist ein Ansteuern mehrerer
Eingdnge von einem Ausgang aus, ein sogenanntes Fan-Out, nicht moglich. Da-
fiir ibertragt sich aber die Reversibilitdt der Elemente auf die Schaltung und
somit lésst sich auch diese als Reversibler Mealy-Automat formulieren.

Ein Beispiel fiir eine Drehelement-Schaltung ist in Abbildung 3 dargestellt.
Als RMA schreibt sie sich als

MBSP = ({|+I+la |+I + |7| + ||+|7| + I + |}7 {CL}, {b7 C}, 6351))-

Die Zustandsiibergangsfunktion d ) ist in Tabelle 2 dargestellt. Analog zum
Drehelement bedeutet das Eingangssymbol a, dass am Eingang a eine 1 anliegt,
und die Ausgangssymbole b und ¢ jeweils dass an Ausgang b bzw. c eine 1 anliegt.
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Abbildung 3: Beispiel einer Drehelement-Schaltung
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Tabelle 2: Die Zustandsiibergangsfunktion dps, der Drehelement-Schaltung
MBsp

Eingabe

Aktueller Zustand a

a0 S0

Das erste Zeichen eines Zustands beschreibt den Zustand des Drehelements z,
das zweite Zeichen den von y. Der Zustand bedeutet also beispielsweise,
dass z im Zustand [¢] (V-Zustand) und y im Zustand [+] (H-Zustand) ist. Wenn
in diesem Zustand ein Teilchen vom Eingang a kommt, dann &ndert sich, der
Zustand von z zu [+, y bleibt im Zustand und das Teilchen verlasst die
Drehelement-Schaltung durch ¢. Man kann sich dies iiberlegen, indem man das
Verhalten der einzelnen Drehelemente betrachtet: Das Teilchen trifft von a aus
orthogonal zum Drehbalken in y auf und &ndert somit den Zustand zu | ¢ | und
bewegt sich nach links weiter. Es trifft dann analog auf x auf, &ndert den Zustand
zu und verldsst das x nach oben. Anschliefend wird das Teilchen von links
parallel zum Drehbalken in  auf, bewegt sich also ohne Anderung des Zustands
weiter. Beim letzten Auftreffen auf y wird der Zustand zu || geindert und das
Teilchen verlasst die Schaltung iiber Ausgang c.

2.4 Drehelement-Spalten

Wir betrachten eine besondere Drehelement-Schaltung namens Drehelement-
Spalte, um spéter zu erkléren, wie sich daraus ein Band einer Turingmaschine
aufbauen léasst.

Eine Drehelement-Spalte liegt in Abbildung 4(a) vor. Sie besteht aus k + 1
Drehelementen, 2k Eingénge, und 2k Ausgéinge. Alle Drehelemente aufter dem
untersten sind anfangs im V-Zustand. Das unterste Drehelement, mit x mar-
kiert, kann sich entweder im V-Zustand oder H-Zustand befinden. Ein Signal
darf immer nur an hochstens einem Eingang eingehen. Damit kénnen wir eine
Drehspalte als Reversiblen Mealy-Automaten Mpggs betrachten und formulie-
ren als

MDES = ({7 }7 {ll7 127 ceey lka r1,T2, "'7Tk}a {lll> l/27 ceey ;ca 7"/17 7"/2, "'7T;q}a 6DES)

mit der Zustandsiiberfithrungsfunktion dpgg, wie sie in Abbildung 4(b) aufge-
zeigt ist. Die moglichen Zustdnde {[+],[$]} stehen dabei fiir den Zustand des
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(c) Beispielhafte Operation einer Drehelement-Spalte

Abbildung 4: DE-Spalte

untersten, mit x bezeichneten, Drehelements. Die anderen Drehelemente kon-
nen ihren Zustand aus folgendem Grund nicht &ndern: Ein eingehendes Signal
trifft immer zuerst auf das Drehelement, mit dem der Eingang direkt verbun-
den ist und setzt dieses vom Zustand [¢] in den Zustand [+]. Durch die anderen
Drehelemente, aufler x, kann das Signal sich nur geradeaus durchbewegen, da es
nur iiber Eingénge, die parallel zu dessen Drehbalken liegen, ankommen kann.
Das Signal kann also die Schaltung nur verlassen indem es das Drehelement,
dessen Zustand er anfangs gedndert hat, erneut dndert und am Ausgang links
oder rechts davon austritt. Auch dieses Drehelement ist somit nach Verlassen
des Signals wieder im Ausgangszustand.

Die Korrektheit von dpgg ldsst sich wie folgt tiberpriifen: Wir nehmen zum
Beispiel als Anfangszustand von x und als Eingang ein Signal auf r;. In
Abbildung 4c sieht man, wie sich das Signal dann in der Schaltung fortbewegt.

Im Folgenden schreiben wir x = 0, wenn « sich im Zustand befindet,
und z = 1, wenn z sich im Zustand befindet. Man kann ein Drehelement
als Speicherzelle fiir ein Bit ansehen. Das Drehelement z speichert dieses durch



seinen Zustand. Mit einem Signal von [; ldsst sich = 0 setzen. Wenn vorher
schon z = 0 war, dann wird ein Signal auf r;» ausgegeben, wenn jedoch vorher
x = 1 war, dann auf l;.

3 Reversible Turingmaschinen aus Drehelemen-
ten

3.1 Reversible Turingmaschinen

Wir definieren zuerst eine Einband-Turingmaschine. Dazu wird der Quadrupel-
Formalismus [2] einer Turingmaschine verwendet. Dieser ermoglicht es einfach
die Reversibilitéit einer Turingmaschine zu definieren und ist ebenso méchtig wie
die gebrauchlichere Quintupel-Schreibweise. Eine Umwandlung einer Quintupel-
in eine Quadrupel-Turingmaschine ist in Abbildung 6 aufgezeigt.

Definition 2. Fine Einband-Turingmaschine (TM) T = (Q, S, qo, 4y, S0, 0) ist
festgelegt durch:

e cine endliche, nichtleere Zustandsmenge @
e cin Bandalphabet S

e cinen Anfangszustand qo € Q

e cinen Endzustand q¢ € Q

e cin Blanksymbol s € S

e cine partielle Zustandsibergangsfunktion

0C(@xSxSxQU@Qx{/} x{-0+} xQ)

Die Elemente von § werden als Quadrupel bezeichnet und sind entweder
von der Form [g.,s,8,q] € (Q x S x S x Q) oder [q.,/,d,q] € (Q x {/} x
{-, 0, +}xQ). Dabei stehen die Symbole -,0,+ jeweils fir eine Kopfbewegung nach
links, keine Kopfbewegung, bzw. eine Kopfbewegung nach rechts. Der Quadrupel-
Formalismus trennt somit Zustandsiiberginge, bei denen sich die Bandbeschrif-
tung an der Kopfposition dndert und solche bei denen sich die Kopfposition
dndert. Fin Quadrupel [q,,s, s, q:] bedeutet: Falls T sich in Zustand q, befindet
und an der Kopfposition das Symbol s liest, wird s’ an die Kopfposition geschrie-
ben und in den Zustand q; gewechselt. Ein Quadrupel [q., /,d, q;] bedeutet: Falls
T sich in Zustand q, befindet, wird die Kopfposition in Richtung d bewegt und
in den Zustand q; gewechselt.

Seien ay = [p1,b1, c1,p)] und ag = [pa, be, c2, h] Quadrupel, also ai,as € 4.
a1 und ag Uberlappen im Definitionsbereich genau dann, wenn

pr=p2Aby =by Vb =/Vby=/].

Damit a1 und as sich nicht im Definitionsbereich tberlappen, muss sich
entweder der Anfangszustand unterscheiden oder oy ein anderes Symbol lesen als
ag und keines der beiden Quadrupel eine Kopfbewegung beschreiben. Somit gibt
es ohne Uberlappung im Definitionsbereich keine Situation in der sich sowohl
a1 als auch as anwenden lassen.



ay und ag iiberlappen im Wertebereich genau dann, wenn
pll :plg/\[cl :CQ\/bl :/\/bQZA

Die Uberlappung im Wertebereich ist analog zur Uberlappung im Definiti-
onsbereich, hingt aber vom End- statt Anfangszustand und geschriebenem statt
gelesenem Symbol ab. Das heifst, damit oy und ag sich nicht im Wertebereich
uberlappen, muss sich entweder der Endzustand unterscheiden oder oy ein ande-
res Symbol schreiben als as und keines der beiden Quadrupel eine Kopfbewegung
beschreiben. Ohne Uberlappung im Wertebereich kann zwischen aq und ag ent-
schieden werden, welches Quadrupel angewendet wurde um T in die aktuelle
Konfiguration zu bringen.

Ein Quadrupel « ist deterministisch (in §) genau dann, wenn es kein an-
deres Quadrupel in § gibt mit dem « sich im Definitionsbereich tberlappt. Ein
Quadrupel « ist reversibel (in 6) genau dann, wenn es kein anderes Quadrupel
in & gibt mit dem « sich im Wertebereich tiberlappt.

T ist deterministisch genau dann, wenn jedes Quadrupel in § deterministisch
ist. T ist reversibel genau dann, wenn jedes Quadrupel in § reversibel ist. Im
Folgenden werden nur deterministische Turingmaschinen betrachtet.

Theorem 1. Fir jede Einband-Turingmaschine gibt es eine reversible (semiun-
endliche) Einband-Zwei-Symbol-Turingmaschine, welche die Erstere simuliert.

[3]

Der Beweis des Theorems enthilt eine Konstruktionsanleitung fiir eine sol-
che reversible Einband-Zwei-Symbol-Turingmschine. Somit ldsst sich jede Tu-
ringmaschine in eine solche umsetzen. Es geniigt also zu zeigen, dass sich ei-
ne reversible Einband-Zwei-Symbol-Turingmaschine als Drehelement-Schaltung
konstruieren ldsst um die Turing-Vollstdndigkeit von Drehelement-Schaltungen
zu beweisen.

Im Folgenden werden eine einzelne Bandzelle des semiunendlichen Bandes
und die Steuereinheit einer reversiblen Turingmaschine konstruiert.

3.2 Konstruieren einer Bandeinheit

Ein Bandzellenmodul (BZ-Modul) simuliert eine einzelne Bandzelle einer rever-
siblen Einband-Zwei-Symbol-Turingmaschine, wie sie soeben eingefithrt wurde.
Das BZ-Modul kann ein Symbol 0 oder 1, das auf die Zelle geschrieben ist, und
eine Information ob der Bandkopf sich auf der Bandzelle befindet oder nicht,
speichern.

Wir bezeichnen Signale, die fiir Befehle von der Steuereinheit an die Band-
zelle iiber der sich der Kopf befindet stehen, als B := {R, W, SL, SR, E0, E1},
ihre Bedeutungen sind in Tabelle 3 aufgelistet. Signale, die zur Kommunikati-
on von Bandzellen untereinander dienen, bezeichnen wir als I := {SRI, SLI},
Tabelle 4 enhélt ihre Bedeutungen. Schliefslich bezeichnen wir Signale, welche
zur Benachrichtung tiber Abschluss eines Befehls an die Steuereinheit berichten,
als C := {Rc0, Rcl,We, SLc, SRe, Ec}, Tabelle 5 enthélt ihre Bedeutungen. Es
gibt keine weiteren Signale.

Ein BZ-Modul ldsst sich als Reversibler Mealy-Automat Mg, wie folgt de-



Tabelle 3: Signale, die als Befehle der Steuereinheit an Bandzelle an Kopfposition
dienen

Signal Bedeutung
R Lies das Symbol.
W Schreibe ein komplementéres Symbol. (Falls das derzeitige Symbol

1 ist, schreibe 0, ansonsten schreibe 1.)
SL Bewege den Kopf nach links.
SR Bewege den Kopf nach rechts.

EO Losche die Information 0 der Steuereinheit reversibel durch Wei-
tergeben des Symbols 0 an die Kopfposition, die 0 als Zustand
gespeichert haben muss.

FE1 Losche die Information 1 der Steuereinheit reversibel durch Wei-
tergeben des Symbols 1 an die Kopfposition, die 1 als Zustand
gespeichert haben muss.

Tabelle 4: Signale, die zur Kommunikation benachbarter Bandzellen dienen

Signal Bedeutung

SLI Bewege den Kopf von linkem Nachbarn auf diese Zelle.

SRI Bewege den Kopf von rechtem Nachbarn auf diese Zelle.

finieren:

Mpz = (@Bz,XBz.I'B2,0B2)
Qpz ={(h,s)|h,s€{0,1}}
Yz =BUIUC

Ipz ={2'|r€Xps}

dpz ist wie folgt definiert, mit s € {0,1} und y e BUC:

6pz((0,5),y) (0,5,9) (1)
dpz((0,s),SRI) = (1,s,SRc) (2)
dpz((0,5),SLI) = (1,s,SLc) (3)
dpz((1,0),R) = (1,0, Rc0") (4)
dpz((1,1),R) = (1,1, Rcl’) (5)
dpz((1,0),W) = (1,1, W) (6)
opz((1,1),W) = (1,0,Wc) (7)
dpz((1,8),SR) (0,5, SRI") (8)
dpz((1,s8),SL) = (0,s,SLI") (9)
dpz((1,0),E0) = (1,0,EC) (10)
dpz((1,1),E1) (1,1, Ec) (11)



Tabelle 5: Signale, die als Antwort von Bandzelle an Steuereinheit dienen

Signal Bedeutung

Rc0 FEine Leseoperation ist fertig mit Ergebnis 0.

Rel Eine Leseoperation ist fertig mit Ergebnis 1.

We Eine Schreiboperation ist fertig.

SLc Bewegen des Kopfs nach links ist fertig.

SRe Bewegen des Kopfs nach rechts ist fertig.

Ec Eine reversible Loschoperation ist fertig.

Mgz hat die Zustandsmenge {(h,s) | h,s € {0,1}}. Der Zustand (h,s)
reprasentiert, dass das Symbol s auf der Bandzelle steht und dass der Bandkopf
auf der Zelle ist, falls A = 1, oder nicht. Zu jeder Eingabe z € Xy gibt es eine
korrespondierende Ausgabe ' € T'gz.

Die Falle von dgz lassen sich wie folgt unterscheiden:

1. h=0:

(a) Signal an Eingang y € B U C: Das Signal verldsst das BZM durch ¢’
ohne seinen Zustand zu &ndern. Das Signal war entweder ein Befehl
an das BZM unter dem Kopf oder eine Antwort an die Steuereinheit,
also auf jeden Fall nicht an dieses BZM gerichtet. Deshalb wird es
einfach weitergeleitet. (1)

(b) Signal an Eingang SRI (bzw. SLI): Die Kopfposition h wird auf
1 gesetzt und verldsst als Abschlusssignal fiir die Kopfverschiebung
nach rechts (links) das BZM durch SR¢' (SL¢'). Der Kopf wurde vom
linken (rechten) Nachbarn auf diese Zelle verschoben. (2), (3)

2. h=1:

(a) Signal an Eingang R und Zustand s = 0 (bzw. s = 1): Das Signal ver-
lasst das BZM durch Rc0’ (Rel’). Dadurch wird der aktuelle Zustand
ausgelesen. (4), (5)

(b) Signal an Eingang W und s = 0 (bzw. s = 1): Es wird s auf 1 (0)
gesetzt und das Signal verlasst das BZM durch W¢'. Dadurch wird
eine komplimentére Schreiboperation ausgefiihrt. (6), (7)

(c) Signal an Eingang SR (bzw. SL): Die Kopfposition h wird auf 0
gesetzt und das Signal verldsst das BZM durch SRI' (SLI'). (8), (9)

(d) Signal an Eingang E0 (bzw. E1) und s = 0 (s = 1): Das Signal
verlasst das BZM durch Ec’. Dadurch wird ein ,reversibler Losch-
vorgang “ eines Informationsbits ausgefiihrt indem das Symbol an
der Kopfposition referenziert wird und die selbe Riickgabe erfolgt,
unabhéngig davon ob 0 oder 1 refernziert wurde. (10), (11)

Alle anderen Moglichkeiten sind undefiniert, zum Beispiel d52((1,0), F1).
Dadurch wiirde versucht die Information 1 zu l6schen, auf der Zelle steht jedoch
eine 0.

10
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Abbildung 5: Ein Bandzellenmodul: Realisierung einer Bandzelle Mgz als eine
Drehelement-Schaltung.

Abbildung 5 zeigt ein Bandzellenmodul, eine Realisierung einer Bandzelle
Mpyz als eine Drehelement-Schaltung. Sie ist aufgebaut aus zwei Drehelement-
Spalten, die so miteinander verbunden sind, dass sie genau dpz implementieren.

Ein Bandzellenmodul besteht aus zwei Drehelement-Spalten. Die linke Spal-
te speichert in h ob der Kopf auf der Zelle ruht (b = 1) oder nicht (h = 0).
Die rechte Spalte speichert in s das Symbol auf der Zelle. Die Ubereinstim-
mung des Bandzellenmoduls mit Mp lasst sich verifizieren indem alle giiltigen
Kombinationen von Eingéngen und Zustédnden durchprobiert werden.

Den Schaltkreis einer ganzen Bandeinheit erhélt man durch unendlich viele
Bandzellen, die man in einer Reihe anordnet und deren Eingénge und Ausgénge
man wie im rechten Teil von Abbildung 9 zwischen benachbarten Bandzellen
verbindet. Die Ansteuerung der Bandeinheit erfolgt dann tber die Engénge R,
W, SL, SR, EO, und F1 des Bandzellenmoduls ganz links.

3.3 Konstruieren einer Steuereinheit

Die Konstruktion eines Steuereinheitsmoduls fithren wir beispielhaft an einer
Turingmaschine T5,, aus, die fiir eine undr kodierte Zahl auf dem Band die
Funktion f(n) = 2n berechnet, wie zum Beispiel in Abbildung 7. Dabei muss
die Kopfposition am Anfang auf einer 0 vor der eigentlichen Eingabe n ste-
hen. Das Ergebnis wird hinter die Eingabe, getrennt von einer 0, geschrieben.
Nach Abschluss der Berechnung befindet sich der Kopf auf der trennenden 0.
In Abbildung 6(a) ist eine solche Turingmaschine in gewohnlicher Notation (Le-
sen, Schreiben, und Kopfbewegung in einem Ubergang méglich) spezifiziert. In
Abbildung 6(b) ist dieselbe Turingmaschine in der in Definition 2 eingefiihrten
Weise dargestellt.
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Abbildung 6: Turingmaschine zur Berechnung von f(n) = 2n

TQn = ({QIa "'7q16}a {Oa 1}7 q1, 416, 07 5271)

mit den folgenden Quadrupeln als day,:

[91,0,0, g2 ] (94, /5 +, q5] lgs 5/, +,q9 ] (912, /5 —; q13]
g2, /5 +.q5 ] (45, 0,0 , gg] [99 ,0,1,q10] [913,0,0 , qu3]
[43,0,0, q16] [q5,1, 1, q4] [q10, /54, q11] [q13, 1,1, q12]
[93,1,0, g | (96, /5 + q7] [911,0,0 , q12] lq14, /, — q15]
[q7,0,1 , gs] [915,0,1 ,q2 ]
lg7, 1,1, gg] [q15, 1,1, q14]

Es lasst sich nachpriifen, dass T5,, reversibel ist, indem man nachpriift, dass
keine zwei verschiedenen Quadrupel in ds,, sich im Wertebereich iiberlappen.

Ein Steuereinheitsmodul fiir T, ist in Abbildung 8 dargestellt. Die Dreh-
elemente sind in einer Matrix angeordnet, wobei jede Spalte mit einem Zustand
von T5, und jede Zeile mit einer der fiinf Operationen, und zwar Schreiben, Le-
sen, Kopfbewegung nach rechts, Kopfbewegung nach links, reversibles Loschen,
korrespondiert. Alle Drehelemente sind anfangs im H-Zustand.

Betrachten wir die moglichen Operationen, so fallt auf, dass es Inverse gibt.
Eine Operation ist zu einer anderen invers, wenn sie deren Aktion riickgéngig
macht.

Das Inverse der Kopfbewegung nach links ist die Kopfbewegung nach rechts.
Die Schreiboperation ist ihr eigenes Inverses. Das Inverse der Leseoperation ist

12
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Abbildung 7: Berechnung der Funktion f(n) = 2n von einer reversiblen Tu-
ringmaschine T5,,. Eine vollstdndige Auflistung aller Schritte befindet sich im
Anhang,.
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Anfang

Abbildung 8: Das Steuereinheitsmodul fiir T5,,

die Loschoperation:

Wenn ein Zeichen gelesen wird, dann verlasst das Signal abhéngig vom ge-
lesenen Zeichen die Bandzelle aus einem anderen Ausgang. Um dies riickgén-
gig zu machen, miissen die zwei Leitungen zu einer zusammengefiihrt werden.
Ein einfaches Zusammenfiihren zweier Leitungen ist jedoch in Drehelement-
Schaltungen nicht erlaubt, da ansonsten die Reversibilitdt nicht erhalten wére.
Wir benétigen jedoch unbedingt eine solche Operation, denn ansonsten wiir-
den mehrere Ubergénge in einen Zustand des Zustandsautomaten (z.B. ¢; und
g15 nach go in Abbildung (b)) erfodern, dass man den Folgezustand dupliziert.
Dadiirch wiirde die Steuereinheit unendlich grofs werden.

Um somit zu ,yergessen” ob das Zeichen 0 oder 1 gelesen wurde, wird dieses
an die Bandzelle an Kopfposition iibergeben und ,reversibel geloscht.
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3.4 Konstruieren einer reversiblen Turingmaschine

Durch richtiges Verbinden des Steuereinheitsmoduls mit dem Bandmodul erhilt
man eine Drehelement-Schaltung fiir eine gegebene reversible Turingmaschine.
Abbildung 9 zeigt die Drehelement-Schaltung fiir T5,. Durch ein Signal bei
»#Anfang* beginnt sie zu berechnen. Nach der Berechnung verlésst das Signal die
Schaltung durch die mit ,,Ende* beschriftete Leitung.
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Abbildung 9: Die vollstdndige Drehelement-Schaltung 75,

4 Reversible Zellularautomaten fiir Drehelemen-
te

In [4] wurde ein reversibler partitionierter Zellularautomat P3 vorgeschlagen. Bei
diesem unterteilt sich jede Zelle in vier Teile, wie in Abbildung 10, die jeweils
3 Zustande, dargestellt als @, E, und D, annehmen kénnen. Der Zustand ei-
ner Zelle ist dabei genau von den anliegenden Teilen seiner benachbarten Zellen
abhéngig, siche Abbildung 11. Ps verfiigt iiber die in Abbildung 12 dargestell-
ten Regelschemata. Die Regeln des P3 ergeben sich aus diesen durch Rotation
um Z, 7, und 2F. Regel (m) wird fiir die nicht durch (a)-(1) und deren Rota-
tionen spezifizierten Ubergéinge verwendet. P; ist reversibel, da es keine zwei
verschiedenen Regeln gibt, welche ein Feld in den selben Zustand bringen.

Abbildung 10: P

Ein Drehelement ldsst sich in P3; entsprechend Abbildung 13 integrieren.
Signale werden als einzelnes '®]in einem Feld notiert, konkret also IXL IXL IXL

und IXL . Zu beachten ist dabei, dass ein Signal nur zu jedem zweiten Zeitpunkt
das Drehelement betreten darf, ansonsten verhélt sich dieses im orthogonalen
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Abbildung 11: Zustandsiibergénge im P
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Abbildung 12: Die 13 Regelschemata des Ps

Fall falsch. Dadurch miissen auch die Wege zwischen Drehelementen in einer
Drehelement-Schaltung in P; immer gerader Lénge sein. In P5 lassen sich Signale
nicht kreuzen, da bei einer Kollision die Richtung eines Signals verdndert wird.
(Regeln (c) und (d)

Mithilfe weiterer Elemente zur Lenkung von Signalen lassen sich auch Drehelement-
Schaltung in Ps realisieren. Im Gegensatz zum Drehelement sind diese veran-
dern sich diese nicht und kénnen auch zu jedem Zeitpunkt angesteuert werden.
In Abbildung 14 befindet sich oben im Zentrum ein Rechtsdreher, der einge-
hende Signale immer nach rechts dreht. Unten im Zentrum ist ein Refkletor,
der Signale in ihre Ursprungsrichtung zuriickschickt. Die vier Elemente in den
Ecken sind Links-Rechts-Dreher, die ein auf die linke Seite treffendes Signal,
nach links umlenken und ein auf die rechte Seite treffendes Signal nach rechts.
Auf der rechten Seite in der Mitte befindet sich das Eingangssignal.

Somit sind auch reversible Turingmaschine, wie in Abschnitt soundso als
Drehelement-Schaltungen konstruiert, in Ps abbildbar.

foobar|[1]

5 Schluss

Es wurde ein einfaches reversibles Element, das Drehelement, vorgestellt. Mit
diesem lassen sich einfach Schaltungen konstruieren. Eine Synchronisierung ist
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Abbildung 13: Ein Drehelement in P3, Screenshots einer Simulation in Golly

dabei nicht notwendig, was das Drehelement vom Fredkin- und Toffoli-Gate un-
terscheidet. Die Turing-Vollstdndigkeit solcher Schaltungen wurde demonstiert
durch die Konstruktion einer Turingmaschine als Drehelement-Schaltung. Dabei
ist die Steuereinheit mit endlicher Anzahl Drehelemente implementierbar. Wei-
terhin wurde ein reversibler Zellularautomat P3 vorgestellt, der sehr einfachen
Regeln folgt. Es wurde gezeigt, wie sich Drehelemente und deren Schaltungen
in P3 implementieren lassen. Dabei muss lediglich eine gerade Entfernung zwi-
schen allen Drehelementen eingehalten werden. Somit ist die Implementierung
sehr einfach moglich.
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Abbildung 14: Eine Drehelement-Spalte in Ps, entspricht Abbildung 4
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Abbildung 15: Die Turingmaschine T3, in Ps, entspricht Abbildung 9 (90° ge-
dreht)
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